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Contexte

Les graphes de bascules (en anglais flip-graphs) sont des objets centraux en algo-
rithmique, en combinatoire et en topologie de basse dimension. En informatique,
ils apparaissent dans le contexte du stockage de données [19], des codes de Gray
[1], de la génération aléatoire [2, 5] ou de questions de complexité algorithmique
[4, 17]. En mathématiques, ils apparaissent comme modèle combinatoire du map-
ping class group d’une surface [11, 12, 13, 14, 17], comme dual du complexe d’arcs
[8, 10] et sont liés à de nombreuses familles de polytopes issus de la combinatoire
algébrique ou de la physique théorique [3, 15, 16].

L’objectif de ce projet de thèse est de mieux comprendre la géométrie des
graphes de bascules des surfaces afin d’une part d’étudier certaines questions
algorithmiques comme la complexité du calcul de distances ou l’efficacité des
générateurs aléatoires dans ces graphes et d’autre part d’étudier la géométrie du
mapping class group de ces surfaces. Ces questions sont dans les thèmes centraux
de l’équipe de combinatoire (CALIN) du LIPN : Lionel Pournin (professeur),
Thierry Monteil (chercheur CNRS) et Pallavi Panda (ATER) contribuent tous les
trois à l’étude des surfaces (voir par exemple [10, 11, 15]). Les questions liées à
la complexité algorithmique et à l’efficacité de certains processus de génération
aléatoire sont en lien avec l’axe d’analyse d’algorithmes de l’équipe.

Description

Considérons une surface topologique orientable Σ munie d’un sous-ensemble fini
P de points tel que chaque composante connexe de bord contient au moins un
de ces points. Un ensemble maximal d’arcs dans Σ dont les extremités sont dans
P et qui ne se croisent pas deux-à-deux est une triangulation de Σ. Ici les arcs
sont considérés à isotopie près. On peut transformer une telle triangulation en
une autre par une bascule d’arête, une opération qui consiste à enlever un arc
incident à deux triangles différents et à le remplacer par l’unique autre arc tel
quel l’ensemble d’arcs résultant de cette opération est une triangulation de Σ. Le



F(Σ) lorsque Σ est un anneau [14].

graphe de bascule F(Σ) de Σ est le graphe dont les sommets sont les triangulations
de Σ et dont les arêtes correspondent aux bascules. D’après le lemme de Švarc–
Milnor [20, 9], F(Σ) est un modèle combinatoire du mapping class group de Σ
dans le sens où il est quasi-isométrique aux graphes de Cayley du mapping class
group. En particulier, la géométrie du mapping class group peut être approchée
à constante près par celle du graphe de bascule.

Les constantes de la quasi-isométrie entre le graphe de bascule et le mapping
class group sont liées à la géométrie du graphe de bascule modulaire MF(Σ)
obtenu en quotientant F(Σ) par les homéomorphismes de Σ. Le diamètre de
MF(Σ) a été étudié [11, 12, 13] dans certains cas mais de nombreuses questions
restent ouvertes. L’objectif de ce projet de thèse est de progresser dans la com-
préhension de la géométrie de F(Σ) et MF(Σ) et des questions algorithmiques
associées. Voici quelques-unes des pistes qui seront abordées.

• l’expansion de ces graphes, mesurée par exemple par leur constante de Cheeger
n’est pas connue. Après un travail préliminaire du candidat pendant son stage
de M2 dans le cas où Σ est un disque épointé ou un ruban de Möbius, il s’agit
de classifier les surfaces en fonction du comportement asymptotique de leur
constante de Cheeger lorsque |P | tend vers l’infini. On cherchera si le temps
le permet à transférer les techniques mises en œuvre à l’étude de la constante
de Cheeger d’autres graphes similaires comme le graph of graphs [18].

• Le diamètre de MF(Σ) n’est connu que lorsqu’il est écrit en fonction du
nombre de points de P placés sur une des composantes du bord de Σ et pour
certaines surfaces [11, 12, 13]. On tentera de généraliser ces résultats au cas
où l’estimation est en fonction de |P |.

• Il n’y a pas d’algorithme d’α-approximation connu pour la distance de bascule
lorsque α < 2. Les résultats obtenus dans [17] suggèrent que les heuristiques
utilisées en pratique ne sont pas des algorithmes d’approximation. En se
basant sur les résultats obtenus sur la géométrie de F(Σ) et de MF(Σ), on
tentera de prouver que ce n’est pas le cas.

On s’appuiera sur différents résultats récents, comme par exemple l’estimation
de la constante de Cheeger du graphe de bascules d’un polygone obtenu dans [5],
la méthode des flots pour l’obtention de bornes inférieures pour les constantes de
Cheeger de graphes décrite dans [2, 5, 6], les propriétés du modèle de Sleator–
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Tarjan–Thurston des chemin géodésiques dans les graphes de bascules dont cer-
taines n’ont été obtenues que récemment [19, 17], et les techniques d’estimation
de distances dans ces graphes mises en œuvre dans [11, 12, 13, 15, 17].
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